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Построение кратчайших путей в двухуровневом графе 


Запропоновано новий метод пошуку найкоротших шляхів у дворівневому графі з поміченими вершинами і 
дугами. Він дозволяє знаходити один або декілька оптимальних шляхів між заданими вершинами, помітки та 
якість цих шляхів. Метод орієнтований на дворівневий граф, де кожна вершина графа першого рівня є 
графом другого рівня. Метод заснований на локальній редукції графа, тобто на послідовному виключені його 
вершин та дуг. 

Ключові слова: метод побудови найкоротших шляхів, дворівневий граф, 

локальна редукція графа. 
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Предлагаєтся новьій метод поиска кратчайших путей в двухуровневом графе с помеченньми вершинами и 
дугами. Он позволяєт находить один или несколько оптимальньх путей между заданньми вершинами, 
пометки и качество зтих путей. Метод ориентирован на двухуровневьій граф, где каждая вершина графа 
первого уровня являєтся графом второго уровня. Метод основан на локальной редукции графа, то єсть на 
последовательном исключений его вершин и дуг. 

Ключевье слова: метод построения кратчайших путей, двухуровневьй граф, 

локальная редукция графа. 


Вступ 


Проблема пошуку найкоротших шляхів у графі є загально відомою та важ- 
ливою для різних застосувань, зокрема при вирішенні соціальних проблем |1| та 
проблем штучного інтелекту |2|. Існує ряд алгоритмів для вирішення цієї задачі |31, (41. 
В останній час ця проблема інтенсивно вивчається для графів складної багаторівне- 
вої структури (наприклад, (51). Оскільки ця проблема має широкий спектр застосувань і 
тим самим багато варіантів відмічених графів, вона ще не має повного розв'язання 1 
тому є дуже актуальною. 
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У даній роботі розглядається задача пошуку найкоротших шляхів у поміченому 
дворівневому графі від початкової вершини до деякої фінальної, де основна увага 
приділяється розмежуванню пошуку шляхів на першому та другому рівнях. 

Метою даної роботи є розробка методу пошуку найкоротших шляхів у дво- 
рівневому графі з поміченими вершинами і дугами, який дозволяв би знаходити 
один або декілька оптимальних шляхів між заданими вершинами, помітки та якість 
цих шляхів. 

Метод засновано на локальній редукції графа |6|, |7|, тобто на послідовному 
виключені його вершин та дуг. 


Основні поняття та позначення 


Розглядаються зв'язні орграфи |3| зі скінченими множинами вершин 0 1 дуг Е, 
що не мають петель. 

Дуга - це є пара вершин (4., 4). Дуги графа С відмічено мітками з множини У, 
виділено початкову вершину та множину фінальних вершин. Таким чином, С-(О, Е, 
Ї, р, 4о, Р), де: 

О -- скінченна множина вершин графа С; 

Е - множина дуг графа С; 

У - множина поміток дуг графа С; 

р: Е-з» У - функція розмітки дуг графа С; 

40 - початкова вершина графа С; 

Е - множина фінальних вершин графа С. 

Кожній вершині 4; графа С поставимо у відповідність число /(4) - якість цієї 
вершини. 

Нехай Рге(4) - множина початкових вершин усіх дуг, які входять в 4, а 
Роз (4: - множина кінцевих вершин усіх дуг, які виходять з 4. 

Початковим інцидентором (точкою дотику) дуги (4, 4) до вершини 4; назвемо 
трійку (45 (4, 4)). 

Кінцевим інцидентором дуги (м., 4) до вершини 4; назвемо трійку ((4., 4), 4). 

Граф С будемо називати графом першого рівня. 

Кожна вершина 4; є О графа С є графом С; - графом другого рівня без петель 1 
кратних дуг, в якому вершини 1 дуги відмічено мітками з множин М; 1 Р; відповідно. 
Так, С; -(Т, Р», М, Р; и, т Тої Е), де: 

Ті з й) - скінченна множина вершин графа С;; 

Р; с Т; х Ті - множина дуг графа С; 

М; - множина поміток вершин графа С;; 

Р; - множина поміток дуг графа С; 

Тез М) - ін'єктивна функція розмітки вершин графа С;; 

є різ Фі - функція розмітки дуг графа С;; 

То; - множина початкових вершин графа С;; 

Е; - множина фінальних вершин графа С.. 

Вершина графа С; має наступний вигляд: 1;, де і - номер вершини 41; графа С, а 

1 - номер вершини 1, в множині Т.. 

Будемо вважати, що дуга (4., 4) з'єднує унікальну пару вершин 1; є Т; та і, Є 
Т,, тобто вершини 1) та і фактично є початковим і кінцевим інциденторами дуги (а4., 
4) до вершин а; та 4. Дуга графа С; - це є пара вершин (/,, й). 


30 «Искусственньгюй интеллект» 2014 Мо 1 


Побудова найкоротших шляхів у дворівневому графі 2Б 


Передбачається, що помітки дуг графів С та С;-- позитивні дійсні числа. 

Шляхом у графі С назвемо скінченну послідовність р - 4/ є! 42 е2...е;-1 Чі Де Чі 
є 0, ае; - дуга, початком якої є вершина 4., а кінцем - 4... 

Шляхом розмірністю 2 у графі С є такий шлях р - 4і-г е;.1 Чіеї ді: 

Шляхом у графі С). назвемо скінченну послідовність 5» 7 г А! 12 42...4і1 Її, Де 1); 
є Т), а 4; - дуга, початком якої є вершина /,, а кінцем - Ії. 

Відмітка шляху 5 - це послідовність відміток у/(5)-т) р; т» р2...ріі ті, Де ;- 
ц(Т), різ т (а). 

Шляхом розмірністю 2 у графі С; є такий шлях 5 - І; і їі 4 уч. 

Шляхом між вершинами 41; та 4; буде шлях між вершинами ії Та Її ЯКИЙ 
назвемо послідовністю я», 7 (пі ХІ 12; Х2... Хі ль ДЄ Її; Є Т,, а х; мОЖе бути дугою е; графа 
С або дугою а! графа С.. 

Відмітка шляху є - це послідовність відміток у/(2)-а; Бу а» Б2...Бу- ак, Де аї- 
з ІТ), бі - р(е,) або Б; - т(а). 

Якість шляху є визначимо за наступною формулою (1): 


ОРа(а)ч У Аа) У, а) 


де вершину 4; визначаємо за індексом 7 вершини /; у послідовності є. 
Вагою шляху 5 назвемо величину (2): 


К-1 
діх(з) з У ру 0) 


На множині поміток шляхів у графах С; введемо операцію злиття: нехай 

меті рі...рьл т; та У(5.) сту "рі"...ріл' ту" - дві помітки шляхів, Тоді 
у(5 1) е у(82) - тірі...рьл ть рі"... ту), (3) 

якщо т; - ті" 

На множині поміток шляхів у графі С введемо 2 операції. 

1. Операція злиття: нехай у/(Є1)-а! Бі...Біт аї, У(51)-ті рі.рі т) та у/(22)-аї"! 
Б;"...Бул ар - три помітки шляхів. Тоді 
аб... а, р,--руат,б,..Р, ца, якщоа, с тіт, за, 


у(8 ) є у(5,) е (85) - (4) 


со, інакше. 
2. Операція об'єднання: у/(є,) / ур) - 1М(9»); у(95). 
Кратними дугами у графі С назвемо такі дуги, які на графі другого рівня 
виходять з однієї вершини і входять в одну й ту саму вершину. 
Постановка задачі. У роботі вирішується наступна задача. Даний скінчений 
неорієнтований зв'язний помічений дворівневий граф. Потрібно розробити метод 
побудови найкоротших шляхів та поміток цих шляхів у даному графі. 


Метод побудови найкоротших шляхів 
у дворівневому графі 


Вхідні дані. Помічений зв'язний дворівневий граф С з початковою і множиною 
фінальних вершин. 

Вихідні дані. Один або декілька найкоротших шляхів, поміток та якість цих 
шляхів між заданими вершинами. 
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Крок 0. Й до є Е еп для пари вершин /о, Є То; Та Ідт Є Е; працює Процедура 1 
(наведена нижче), результатом якої буде оптимальний шлях у графі Со Між 
вершинами о» Та Їот і ЙОГО ПОМІТКА, еї5е 90 0 Крок І. 

Крок І. Підготовка графа С. 

Кожне ребро між парою вершин 4; та 4; графа С замінюється двома дугами: 
(44) та (4:49. Створюємо представлення графа С у вигляді списку дуг З їх від- 
мітками, при цьому відмітки відповідних вершин графів С). переносяться на дуги 
графа С, тобто помітка дуги матиме вигляд трійки (и (Іл), р (е), Ш (їі) 90 0 
Крок І. І. 

Крок І.І. Введення початкової та фінальної вершин. 

До списку вершин О вводиться фіктивна початкова вершина Феє. До списку 
дуг Е додається дуга е; - (реє, до). Кінцевим інцидентором дуги е; до вершини 40 
буде вершина /о; Є То;. Помітка дуги р(е;- и (Іоп). 

До списку вершин ЕК вводимо фіктивну фінальну вершину /їп. До списку дуг Е 
додається дуга е; - (41, /їп) з кожної фінальної вершини 4; у вершину /їп. Початковим 
інцидентором дуги е; до вершини 4; буде вершина ії, є Б. Помітка дуги р(е)- и (її) 
90 о Крок 2. 

Крок 2. Й в графі С існує хоч одна вершина 4; Беє, 4. /п, із якої виходить хоч 
одна дуга у /їп, еп Руе(/їп): - Рее(/їп) 0/4; 90 о Крок 3; 

еі5е Ії в графі С їснує хоч одна вершина 4; 7 Беє, 4; У /їп, З якої не 
виходить хоч одна дуга у /їп, Шеп 90 бо Крок 8; 
еїв5е є0 о Крок 9. 

Крок 3. Ш існує хоч одна вершина 4; єРге(/Їїп), обираємо її та всі вхідні та 

вихідні з неї дуги еп 90 о Крок 4; 
еї5е 0 о Крок 2. 

Крок 4. Пошук шляхів для такої вершини м). 

Крок 4.1. Й у графі С існує один або декілька шляхів р, розмірністю 2 
наступного вигляду: р, 7411е11 4і січі, Де 4.1 Є Рге(4)), а 4ічт ЄРо5і(4), Шеп 90 о 
Крок 4.2; 

еї5е є0 о Крок 9. 

Крок 4.2. Для кожного знайденого шляху р, до списку дуг Е додається дуга е) - 
з (діл, Чізі). На рівні дворівневого графа початковою вершиною такої дуги е; буде 
початковий інцидентор дуги е;.; до вершини 4.., а фінальною - кінцевий інцидентор 
дуги е; до вершини 4.ч; 90 о Крок 4.3. 

Крок 4.3. Для кожного знайденого шляху р, існує пара вершин другого рівня /, 
їїт - Кінцевий та початковий інцидентори дуг е;:; та е; до вершини 4; відповідно. 

Нехай Із, Їіт - ПОЧаткова та фінальна вершини графа С; 90 бо Крок 5. 

Крок 5. Пошук оптимального шляху та його помітки у графі С) 

ПН ї - Ціть ФП 5 - Її, 2 У/(5у) З М (Її) 90 9 Крок 7. 

еї5е є0 о Крок 5.1. 

Крок 5.1. Для кожної пари вершин (із, Їш/ знаходимо у графі С;оптимальний 
шлях 5 та Його помітку у/5) за Процедурою 1 (описана нижче) 90 іо Крок б. 

Крок 6. ІЙ для пари вершин (її, Її) шлях 5 існує, Шеп 90 іо Крок 7, 

еї5е помітка нової дуги е; помічається символом «с0» 90 9 Крок 9. 

Крок 7. Формування поміток нових дуг. 

Помітка кожної нової дуги е; формується з поміток двох дуг е,./, е; та помітки 
відповідного шляху 5 між вершинами 1, Їгт 1 МАЄ виГЛЯД: р(е,)- (2.1) Ф УЗ) Ф у/(9.) 
(див. (4)) ро бо Крок 8. 
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Крок 8. Вилучається вершина 4; та всі вхідні 1 вихідні з неї дуги. 

Вилучаються всі дуги, які мають помітку «00». 

Вилучаються ті петлі, початок і кінець яких на рівні дворівневого графа 
співпадає. 

Обчислюється якість шляху ОРаїй (1) для усіх дуг графа С. 

Вилучаються всі кратні дуги, окрім однієї, з найменшим значенням ОРаїй. 

Ії декілька кратних дуг мають однакове значення ОРаї/, Шеп вилучення цих 
дуг не відбувається. 

Множина Руе(/їп):- Рее(Їтп) - 4; 90 бо Крок 2. 

Крок 9. Видаляємо всі вершини 4; х Реє, д; Х Пп. В результаті одержуємо граф, 
що складається лише з двох вершин: Реє та /їп, сполучених однією або декількома 
дугами з різними помітками шляхів. Результатом буде одна помітка або декілька 
об'єднаних оператором «(/» поміток шляхів та якість цих шляхів. 

Ії Бео та /їп не сполучені ні однією дугою, Шеп повідомлення про те, що шлях 
та його помітку для заданих вершин графа знайти не можливо. 


Процедура І 


Метод. Пересування по графу С; від вершини /їп до початкової, при цьому 
будується множина Руе(/їп), з якої почергово вилучаються вершини. Надалі фор- 
муються нові дуги в /їп через вершину з Руе(/їп), які відповідають шляху розмір- 
ності 2. На нових дугах формуються відмітки цих шляхів. Серед усіх сформованих 
шляхів обирається найкоротший по значенню аїх. 

Процедура І. 

Вхідні дані. Помічений граф С; без петель та кратних дуг з початковою та 
фінальною вершинами. 

Вихідні дані. Помітка найкоротшого по вазі шляху. 

Крок 0. Кожне ребро між парою вершин /», Та ії; графа С; замінюється двома 
дугами: (їз, Їіт/ ТА (Ті, Її). Створюємо представлення графа С; у вигляді списку дуг з 
їх відмітками, при цьому відмітки вершин переносяться на дуги графа С, тобто 
поміткою кожної дуги а; буде трійка: ц(їг), т (4), ЦІ), яку фактично можна вважати 
поміткою шляху уг(5). 

Крок І. Ш 1; є Б, то поміткою найкоротшого шляху у графі будемо вважати ц(їд)); 

еі5е є0 о Крок 2. 

Крок 2. У список вершин Т; вводиться фіктивна фінальна вершина /іл. 

У список дуг Д; додається дуга (ї;, /іп) з кожної фінальної вершини 1, у 
вершину /їп та т (її, п) - ц(і;), множина Руе(/їп): - 9. 

Крок 3. Ії у графі існує хоч одна вершина 1) Є Тої, Її; 2 Пп, з якої виходить хоч 
одна дуга у /їп, Меп для всіх таких вершин Р»е(/їп): - Рее(/їп) (/ 1; ро ї0 Крок 4; 

еї5е Ії в графі С; існує хоч одна вершина 1; Є Тої, Її; Ж /їп з якої не виходить дуги 
у Лп, Шеп є0 о Крок 6. 

еїв5е ро о Крок 9. 

Крок 4. І у графі існує хоч одна /, єРге(/їп) неп 90 о Крок 5; 

еїв5е є0 о Крок 3. 

Крок 5. Вибираємо таку 1; та всі вхідні/вихідні з неї дуги. 

при цьому існує один або декілька шляхів 5, розмірністю 2, наступного 
вигляду: 5 - їз а Їїї а; їі» ДО Й) єРге(1іі), а ЇічІ єРоЗі (Її), тФеп є0 0 Крок 6, еї5е 20 
іо Крок 7. 
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Крок 6. Для кожного такого шляху 5, у список дуг Ї); додається дуга Ак - (Їі/-І, 
ііуз1) З відміткою, отриманою за допомогою об'єднання поміток дуг а; та а), 1 яка 
матиме вигляд: т(а) - у(5 - у/(5у-1) є У/(5,) (3). 

Вага кожної нової дуги а; розраховується наступним чином: аї5(а;/ - аїз (іч 
аї5(д,) (2); є0 бо Крок 7. 

Крок 7. Вилучаємо вершину 1) та всі вхідні та вихідні з неї дуги. Вилучаємо усі 
кратні дуги у графі С; окрім будь-якої однієї. Вилучаємо усі петлі. Множина 
Руе(їїп)г - Руец/їп) - 15; 90 бо Крок 4. 

Крок 8. Вилучаємо всі вершини /) Є Тої, Її; Я /іп та всі вхідні та вихідні З них 
дуги. 

Отримаємо граф, що складається лише з двох вершин: /, є То; та /їп, сполучених 
однією дугою з мінімальною вагою аїз (2), з відміткою найкоротшого шляху у графі. 

Ш їз; є То; та /їп не сполучені жодною дугою, еп повідомлення про те, що 
шляху та його помітки для заданих вершин графа не існує. 

Процедура 1 є узагальненням раніше розробленого алгоритму |71. 


Особливості методу побудови найкоротших шляхів 
у дворівневому графі 


Проведені вище міркування показують, що метод пошуку найкоротших шляхів 
у дворівневому графі між заданою початковою та будь-якою з фінальних вершин 
завжди для усіх графів С має два результати: 

1) будь-якого шляху та його помітки для заданих вершин не існує; 

2) одинабо декілька найкоротших шляхів та їх поміток для заданих вершин. 

Запропонований метод має ряд особливостей. 

1. Метод працює з дворівневим поміченим графом С. 

2. Помітки вершин графів другого рівня переносяться на дуги графа першого 
рівня. 

3. Для пошуку найкоротшого шляху та його помітки у графах другого рівня 
використовується Процедура І. 

4. Для кожного шляху у графі С розраховується його якість (1). 

Для побудови поміток шляхів введені нові операції на множині поміток шляхів 


(3), (9. 


Висновки 


Запропоновано новий метод пошуку найкоротших шляхів у неорієнтованому 
графі з поміченими вершинами 1 дугами, який працює з дворівневим графом С без 
необхідності приводити його до стандартного вигляду однорівневого графа. При цьому 
використовується метод локальної редукції графа |6| та Процедура 1 для кожного графа 
другого рівня. 

В результаті застосування запропонованого методу отримуємо один або декіль- 
ка оптимальних шляхів, помітки та якість цих шляхів у графі С, або повідомлення 
про те, що будь-якого шляху та його помітки між заданими вершинами не існує. 

Легко бачити, що у випадку, коли всі графи С; мають по одній вершині, роз- 
роблений метод співпадає з раніше розробленим алгоритмом пошуку найкоротшого 
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шляху у поміченому графі методом локальної редукції графа |7|. Таким чином, за- 
пропонований метод є суттєвим узагальненням результатів |7-9|. Узагальнення полягає 
у наступному. 

1. Кожна вершина графа С є графом С.. 

2. Проводиться обчислення якості шляху з урахуванням ваги помітки кожної 
вершини у цьому шляху та помітки ваги кожного ребра у той час, як У|7| 
виконується тільки обчислення ваги позначок ребер у шляху. 

3. Введено нові операції на множині поміток шляхів. 

4. Використовується Процедура І для графів С». 
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ВЕ5СМЕ 
А. У. ВИУк, І.5. Стипуку, М. У. Могіпа 


А Еіпаїпе УЛогіезі Рай іп а Туо-іеуеї! Стар 


Іа їБіє муогк ме соп5ідег а ууе-кпомуп ргобіет ої бпаїпе 58Ногіезі раїі5 п єгарі8 
Бас баз папу ргасіса! арріїсайопз. Ап шпрогапі уег8іоп ууПеп а бгарі Ба5 согаріїсаєей 
бмо-Іеує! 8їгисіиге, патлеЇу уегіїсеє ої а бг5(-ЇІеуе! ргарі аге 5есопа-Іеуе! єгаріз, 15 
соп5ідегей. ТРе5е єгарб8 аге іпіепзтуєЇу 5кцдїеа м герага їо Іобі5йіся апа раїр ріаппіпє 
г тобіе гобоїз. ТРБе ргобіет Ваз їБе Бгоадй гапее ої арріїсайопя апа їби8 єепегаїе5з 
папу уагіапіз ої Іабе!ед огаріз. Аг рге5епі, Фіз ргобіет Паз пої Бееп 50Їуед сотріеїеїу. 

Еііїїе ипаїгесіед соппесіедй єгарі5 м/Пеге уегіїсе5 апа едєсз аге Іареісд м 
зутбоїз (питарег5) ота а дїуеп 8еї аге соп5ідегей. Оп Ше Базі8 ої Шезе Іареі8 Ше Іабеїз 
ої раїб5 апа Креїг диайіу (Пепеїр) аге саїсиіагед. ТПе роаї ої «рі8 муогК 15 (0 сгеаїс а 
тефоа Юг бпаштє з5рогіезі раїб5 їп гмо-Іеуе! етарб5. 

Іа їЮі8 ууотК а пеху кесплідце бог йпаїе 5исі раба 15 ргорозедй. Ії епабіе8 0 йпа опе 
ог 8емега! 5рогіе8і раїр5 Бебмуееп єїуеп уегіїсез, Іабеї5 апа дпайсу ої ШПезе раз. Ргорозед 
тефодй 15 Базей оп Ше Іоса! гедисйоп ої уегіїсе8 ої а Пг5і-ЇІсуе! єгарб 5іагіїно, бота ії5 
па! уегіех апа єоїпе іо їБе іпійа! уегіех. М/Пеп бг8і-Ісуе| уегіех 15 гедисей ій 15 
сопяідегей а 5есопа-ЇІсмеї єгарії їп мубісі а соп5ігисйоп ої 8Погіе5і раїб8 15 птладе оп Бе 
разі8 ої'їБе оса! уегіех гедисбіоп дезсгібед абоуе. Треп Ше 8еї ої обіатей 5Потіезі раї 
і5 зибзіиіед їог 5есопд-Ісус! уегіех ап їБи5 Ше уегіех ої Бе Нг5і-Ісуе! єгарі 15 
ептіпаїед. 

Аз а гебиіс ої Ше арріпсаноп ої Бе ргоро5ед теїроа опе ог 85емега! раїї5 об а доцбіе 
орітаПсу аге Биїіс: їп бе бг581-Іеуе! дгарі а8 ууеї аз їп а! «Бе зесопа-Іеме! єтарбя. 

Адуапіаєез ої їЇБе тео аге: 

1) а смо-Іеуе! ягарб регтії8 го гергебепі іприк Чака 5ітаріег еп (Бе 5капдага опе- 
Ісусі тоаеі; 

2) ап ейтіпаноп ої Бе мое 5есопа-Іеуе! старі епабіе5 їо 5реед пр їРе 5еагсі ої 
5рогіе8і раїп8; 

3) ап іпітодисбіоп ої и5еїи! орегайопзя оп раїб8 їп старіз м'їБ сотаріпсаїеа 5(гисКите. 

Трія мог сопкаїп5 пеуу гезиіїв їп 50Імїпеє Ше ргобіета ої впаде 5Погіе8і раз (Паї 
аге п5еїи! Юг оФег старі Шеогу ргобіет5. 


Стаття надійшла до редакції 11.12.2013. 
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